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SUR UN PROBLEME AUX VALEURS PROPRES 
NON LINEAIRE 

PAR 

PHAM THE LAI ET D. ROBERT 

ABSTRACT 

In this paper, we give some sufficient conditions for which the differential 
operator P(A ) = Po + AP~ + .- �9 + h ~-~P~_~ + h ~, depending polynomially on 
the complex parameter A, verifies the following statement: there exists Ao C C, 
uo = 0, uoE 5~(R ~) a Schwartz space of rapidly decreasing functions, such tha~ 

P( X,,)uo = 0 - .  

Introduction 

Soit P(A) = Po + AP~ + �9 �9 �9 + A "-IP,._~ + A " un polyn6me de la variable com- 

plexe dont les coefficients P o , ' " , P , , - ~  sont des op6rateurs diff6rentiels 

coefficients ind6finiment d6rivables dans R n. Nous nous proposons de donner  des 

conditions suffisantes pour  qu'il existe A0 E C et u0 • 6e(R"), espace de Schwartz 

des fonctions h d&roissance rapide, tels que P(A0)Uo = 0. Dans ce cas, par 

analogie au cas classique (m = 1), nous dirons que Ao est une valeur propre et Uo 

un vecteur propre de la famille d 'opdrateurs  P(A). 

La motivation principale de ce travail est de donner un d6but de r6ponse ~ une 

question pos6e par B. Helffer [7]. Dans [7], l 'auteur  donne des exemples non 

triviaux d 'op6rateurs  diff6rentiels A (x, D )  ~ coefficients analytiques, hypoellipti- 

ques et tels que 1'6quation A(x ,  D ) u  = 0 admet te  une solution non-analytique. 

Pour cela, on associe ~ A ( x , D )  un polyn6me h coefficients op&ateurs  

diff6rentiels P(A) et on construit la solution de A ( x , D ) u  = 0 h partir  d 'une 

valeur propre et d 'un vecteur propre de P(A). Par exemple,  h l 'opdrateur  

A = D ~ + ( x 2 D y - D ~ )  2 est associ6 le polyn6me P ( A ) =  D ~ + ( x 2 - A )  2 et il 

r6sultera de notre travail que P(A) admet  au moins un vecteur propre dans 

6e(R"). La recherche de vecteurs propres  pour  des polyn6mes h coefficients 

op6rateurs a ddj/t fait l 'object de plusieurs travaux. Citons par  exemple Keldysh 

[9], Krein arid Langer [10], Friedman and Shinbrot [5]. 

Requ le 9 ddcembre 1979 
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Cependant ,  ces travaux ne sont pas directement applicables au cas ditt6rentiel 

consid6r6 ici. Notre  6tude s 'apparente  plut6t aux travaux de S. Agmon [1] sur la 

r6solvante des probl~mes aux limites elliptiques. 

La m6thode d 'Agmon  consiste ~t contr61er ia r6solvante (P0 + A )-1, I A ] ~ + ~, 

dans des secteurs du plan complexe d 'ouver ture  suffisante et h e n  d6duire qu'il 

existe un syst~me complet de vecteurs propres (g6n6ralis6s) par le principe de 

Phragmen-LindelSf .  De  plus Agmon donne une condition n6cessaire et suM- 

sante sur le symbole du probl~me pour  avoir un contr61e optimal sur une 

demi-droite issue de l 'origine, donn6e dans C. Nous nous proposons de faire une 

6tude analogue pour  l 'application A --, P(A)-~. 

Dans [2] M. S. Baouendi et J. SjSstrand ont fait ce type d '6tude dans le cas o/1 

P0, �9 �9 ", Pm-~ sont des op6rateurs d6finis sur la sphere S" et o/1 P0 est elliptique 

d 'ordre  m, Pj est un op6rateur diff6rentiels d 'ordre  m - j pour  I _-< j _-< m - 1. 

Nous remercions B. Helt ter  pour  les discussions que nous avons eues avec lui 

propos de ce travail et de ses applications. 

Notre  travail est organis6 de la fa~on suivante: 

(1) Le cadre fonctionnel: nous y 6tablissons des r6sultats g6n6raux utiles pour  

la suite. Ici l 'outil principal est fourni par  les puissances complexes de l 'op6rateur  

Po. 

(2) Le cadre diti6rentiel: c 'est ressentiel  de notre travail. Nous y 6tablissons la 

condition n6cessaire et suffisante pour  qu 'une  demi-droite soit un rayon de 

croissance minimale. 

(3) Applications. 

1. Le cadre fonctionnel 

Soit H un espace de Hilbert  complexe et P(A ) = 

Po + AP~ + - - .  + A"-~Pm_~ + A m une famille d 'op6rateurs  non bornc~s de H o~ 

A E C. On suppose que P0 est un op6rateur  ferm6 ~ domaine dense D(Po) et que 

P1," �9 ", P,.-, sont d6finis sur D(Po). On fait en outre les hypotheses suivantes: 

(H~) ( P 0 - A )  -~ existe sur un voisinage ouvert du secteur ferm6 A du plan 

complexe sym6trique par  rapport  h l 'axe r6el et du type: 

m A  

ReA 
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De plus, on a I[(P0-A)-~[[~(m= O(1 / IA] )  pour  A C A ,  I A I - ~ + ~ ,  o/l ~ ( H )  

d6signe l 'espace de Banach des op6rateurs lin6aires continus de H muni de la 

norme usuelle. 

I1 r6sulte de (HI) que i 'on peut d6finir un groupe d 'op6rateurs  ferm6s 

domaine dense s --) P~ param6tr6 par  C, born6s si Re s ~ 0 (voir par exemple D. 

Rober t  [12]). On fait alors l 'hypothbse: 

(H~) Pour tout entier j, 0 <= j _~ m - 1, les op6rateurs p~p~j-,~)~m et PoO-m)~'~P~ se 

prolongent en des op6rateurs continus de H clans H. 

Avant  de formuler  la troisi~me hypoth~se, rappelons la: 

D~F~NITION 1.1. Soient H~ et /-/2 deux espaces de Hilbert  complexes et 

T:H~--~H~ un op6rateur  compact.  On d6signe par ( /z~(T))~ la suite 

d6croissante des valeurs propres de (T*T)~ oO chaque valeur propre est r6p6t6e 

suivant sa multiplicit6. Soit p r 6 e l > 0 .  On dit que T ~  C~(H~,H2) si 
Y.7=, ~ ( T y  < + oo. 

PROPOSITION 1.1 (Oohberg-Kre jn  [6]). Si A ~ ~L~'(H~, H 0 ,  B ~ .o~(H2, H~) et 

T ~ C ~ (H~, He), alors B .  T. A ~ C ~ (H~, H~). 

(H3) Ii existe un r6el p > 0  tel que Po~m~ CP(H). 

PROPOSITION 1.2. Sous les hypotheses pr~c~dentes, P(A ) d~finit un op~rateur 

ferm~ de domaine D(Po). Si P(A) -1 existe, alors il est compact. Enfin, pour tout 

A ~ C, P(A) est un op~.rateur ~ indice et Ind P(A) = 0. 

D~MONSTRATION. Soient (u~),~l une suite de D(Po) et u, f E H  tels que 

lim . . . .  P(A)un = f ,  lim . . . .  u~ = u clans H. 

On a P(A)u,  = (I + AP~PoI + . . .  + A'~-~P,~_IPo ~ + A mPo~)Pou,. Or PjPo ~ est 

compact pour  1 _-< j =< m - 1. On en d6duit qu'il existe une suite extraite (Unk)~l 

et g E H tels que: limk~+| = g dans H. P0 6tant ferm6, il en r6sulte que 

u E D(Po) et que P(A)u = f. D'ofi P(A) est ferm6. (PoX'm) " = Po ~ d'ofJ Po ~ est 

compact  et P(A) -1 est compact.  

On a P ( A ) P o ~ = I + c o m p a c t  et Po~P(A)=I+compact .  D'oh  P(A) est 

indice et Ind P()t)  = - Ind Po ~ = 0. 

Pg 6tant injectif pour  tout s, on munit D(P~) de la norme II u IIo~,~, = [IP~u II. 

PROPOSITION 1.3. Pour tout r~el s E [0,1], A--->P(A) -~ est une fonction 

m~romorphe dans C ~ valeurs dans ~ ( H ,  D(P~)). 

D~:.MOr~STRATION. Suivant un proc6d6 de Agmon-Nirenberg ,  on introduit la 
lin6arisation en A de P(A) en posant: 
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= l~ 1 ~ i ) 0  1 : 0 : 

0 0 0 

Po - P~ - Pz  . . . .  P , , - ~ /  

C'es t  une mat r ice  m x m d 'op6ra teurs .  On regarde  ~/ c o m m e  un op6ra t eu r  

fe rm6 non born6  de l ' e space  de Hi lber t  

K = D(P(o  "- ' ) / ' ' )  x D(P(o  " -win)  x D ( P  (''-2)/") x . . .  • H 

de d o m a i n e  D(~r  = D ( P o )  x D ( P ~  "- ' )~ ' )  •  x D(P(J~') .  

II est clair que ~/-~ existe el d~fini! un op6ra teu r  compac t  de K dans  K. 

D ' o ~  J - A est ~ indite ,  d ' indice  nul pou r  tout  A ~ C, Or  ~ / -  3, est injectif  si 

et seu lement  si P (A)  est injectif. I1 en r6sulte que ~ / -  A est inversible si et 

s eu lement  si P (A)  est inversible.  I1 est classique que A - ~ ( ~ - A )  -~ est 

m ~ r o m o r p h e  de C ~ valeurs  dans  ,LP(K). Posons  ( ~  - A)-~ = (r 0 (A))o_~,,~,,. Soit A 

tel que P(A)  -~ existe. Un calcul ,~l~mentaire mon t r e  que P(A)  -~=  -ro,, ._~(A). 

D ' o ~  la proposi t ion .  

PROPOSITION 1.4. ~ - ~ E  C P ( K ) .  

DI~MONSTRATION. On a 6 v i d e m m e n t  I m M - ' =  D ( P o ) •  " "  x D ( P ~ ' ) .  I1 est 

6quivalent  de m o n t r e r  que l ' inject ion D ( P o )  x . . .  x D ( P ~ J " ) ' - ~  K est de classe 

C p. D6signons  par  R l ' op6ra t eu r  de K dans  K :  

R (uo, . . ., u , , - O  = (Po~'mUo, " " ", P f f " ' u , , - 1 ) .  

M - ~ E  C P ( K )  si et seu lement  si R E C P ( K ) .  Soit J l ' op6ra t eu r  d6fini par:  

J (uo ,  " " ", u , . - O  = ( P ~ - ~  " " ", P o ' " u , , - , ) .  

J r6alise un i somorph i sme  de K sur  H "  et de D(~r  sur [D(Po~')]  ". On a donc  

R = J - ~ . / ~ .  J oO /~ : H "  ~ H "  est d6fini par  

(Uo, ' - - ,  u,.-1)--, (Po~"Uo, "" ", P U ' u , . - 0 .  

Soit (tpj)j~a la base  des vec teurs  p ropres  associ6e h [ (Po ' / ' )*(Po~/ ' ) ]  �89 (ek)t~k~,, 

d6signant  la base  canon ique  de R ' ,  il est clair que (q~lek)~k<,, est la base  des 

vec teurs  p ropres  de  (/~*/~)i.  

I1 en r6sulte que  Y~j~ (#j \/~))P = m E j ~  [/zj (Po~/")] ~ < + ~. 
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En vue d'appliquer le principe de Phragm6n-Lindel6f,  nous allons pr6ciser le 

comportement  de la fonction m6romorphe A - P(A) -~. 

On rappelle la d6finition suivante: 

DI~FINITION 1.2. On dit qu'une fonction enti~re F : C-~  B ~ valeurs dans un 

espace de Banach B e s t  de type p > 0 s'il existe une constante y > 0 telle que 

IIF(A)II~ --< e ~I~Ip pour tout A ~ C. 

PROPOSITION 1.5. (i) II existe une [onction entidre ck de type p ?, valeurs 

scalaires telle que A ~ ~b(A)P(A) -~ soit une ]:onction enti~re de type p ?t oaleurs 

darts ~ ( H ,  D(Po)).  

(ii) Pour tout e > O, il existe une suite (rk ) k~  croissante de rdels positi]:s telle que 

limk_+~ rk = + oo et une constante c, > 0 telles que 

max II P(A )-111,n.ov',0, -< C~ e r[+- Ixl=,k 
pour tout k >= 1. 

DI~MONSTRATION. On reprend les notations de la d6monstration de la propo- 

sition 1.3. On a vu que P(A) -~ = - r0.,,_~(A) o3 (M - A) -~= (r~i(A))o__<~.j~r,-~. Or 

(M - A) -~ = M - t ( I  - AM-l) -~ et M-~E CP(5(). On peut donc appliquer la th6orie 

des d6terminants r6gularis6s. Soit k entier, k - 1 < p =< k. On pose alors 

d,(A) = detk (I - AM -~) 

= I~I ( 1 -  A"~)exp ( -  A#" + A 2 ~ / ~ + ' " +  ( -  1 ) k - ' j = ~  k - 1 ('XzJ)k-') 

off (gJ)s=~ est la suite des valeurs propres de M -~ rangges par ordre de modules 

croissants o3 chaque valeur propre est r6pgt6e suivant sa multiplicit6 alg~brique. 

II r6sulte de Dunford-Schwartz ([4] p. 1106-1113) que 4, est une fonction enti~re 

de type p e t  que h ~ ~b(~b(A)(I- AM-~) -~ est enti~re de type p /t valeurs dans 

~ ( K ) ;  d'o3 le point (i) de 1.5. D'apr6s un r6sultat classique sur les fonctions 

enti6res de type p (Titchmarch [13]), on sait que pour tout e > 0 il existe une 

suite (rk)k=~ comme dans (ii) telle que: minl~l=r~ [~b(A)l -> e -'~'. On en d6duit 

alors (ii). 

Avant de formuler le r6sultat suivant, posons la: 

DI~FINITION 1.3 (Keldysh [9]). Soit Ao E C tel que P(Ao) soit non injectif. On 

appelle sous-espace propre g6n6ralis6 de P associ6 ;to le sous-espace vectoriel de 

D(Po),  not6 Sp~o[P], engendr6 par les solutions des syst6mes: 
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(s,) 

of~ k d6crit N. 

PROPOSITION 1.6. 

total dans H. 

DI~MONSTRATION. 

P(Ao)uo = 0 

P()~o)ut +dP  (,Xo)Uo = o 

dP 1 d~P 
P(Ao)uk + ~'-  (Ao)Uk-, + ' ' "  + ~ d - ~  (Ao)Uo = 0 

Si I, .J~csp~[M] est total dans K, alors L,l~csp~[P]  est 

On sait que A --~ (P - A )-~ est mdromorphe. Soit Ao un p61e 

de cette fonction. Ecrivons son d6veloppement de Laurent au voisinage de ;to: 

Q" O'  +S(A)  
(P-A) -1 (A _ Ao)'~" "F " �9 " + A _ A0 

oO S est holomorphe au voisinage de Ao. Pour I-< j < r, Qj est donn6 par la 

formule de Cauchy: 

1 f 
o, = ( x  -  oY-'(P - • ) - ' a x  

ofl e > 0  est assez petit. D'ofl il r6sulte que I m Q , +  . . . + I m Q ,  C D(Po). 

LEMME 1. sp,~,[P] = I m  Q, + - - "  + I m  Q,. 

DEMOIqSTRATION DtJ LEMME 1. Au voisinage de A0, A ~ Ao, on a P(A )P(A)- '  = 

Identit6. D'autre part 

P ( A ) =  ~ (A j!Aoy d ' P . .  
dA j (Ao). /ffi0 

Par identification on obtient 

P(Ao)Q, = 0 

P(Ao)Q,_, + d ~  (A0)Q, = 0 

1 _~A~ A 1 d'-'P P(ao)O, + ~ o ) Q 2 + . - ' +  (r 1)'---"'~ ~-~ ;:-i_~ (ao) Q, -- 0. 

D'ofl, pour tout W E H, (Q ,W, . . . ,  Q~W)es t  solution de (S,_,) par consgquent 
on a Im Q, + - . .  + Im Q, c sp~o[P ]. Inversement soit (Uo, u~, . . . ,  u~) une solution 
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de (Sk). M o n t r o n s  pa r  r6cur rence  sur  j que  uj E I m  Q1 + "" �9 + Im Q,. Uo v6rifie 

P(A0)uo = O. Posons  Z ( A )  = P(A)Uo/(A - Ao). O n  a Z ( A )  = F.7'-~1 (A - Ao)Jaj off 

ai E H. O r  Uo = ( A - A o ) P ( A ) - 1 Z ( A ) .  On  r e m p l a c e  alors  P ( A )  -1 pa r  son 

d 6 v e l o p p e m e n t  de  L a u r e n t  et on ident if ie ;  ce  qui d o n n e  Uo= E~=I Qj(aj-l). 
S u p p o s o n s  alors  que  Uo, u l , -  �9 ", uj ~ Im Q I +  "" �9 + Im Qr p o u r j  < k et m o n t r o n s  

que uj+l ~ Im Q1 + �9 �9 �9 + Im Q,.  Pou r  cela  posons :  

P(h)Uo P(A)  , 
ZI +1(/~ ) = (/~- - -  ~ 0 )  j + l  -[- (1~" - -  'r U l -{- " " " "§ P ( h ) u , . , .  

On  cons ta te  f ac i l emen t  que  Zr est h o l o m o r p h e  au vois inage  de  ,~o et que  

Z~+,(;to) = 0. On  a alors:  

l~o U1 
(A - A0) j+l § (A - Ao) - - - ' - ' ~ y  §  + ui+' = P (A) - IZ i+ ' (A)  

et pa r  ident i f ica t ion on ob t i en t  que  uj+, E Im QI + �9 �9 �9 + Im Q,. 

DEMONSTRATION DE 1.6. Ec r ivons  le d 6 v e l o p p e m e n t  de L a u r e n t  de  ( ~  - A) - '  

au vois inage  de  ,~o: 

B, .+ B, +T(A). 
- x ) - '  - ( x  - X o )  + ' "  x - Xo 

On a 6 v i d e m m e n t  sp~o[~t] = Im B, + . . .  + Im B1. 
Calcu lons  les Bj en fonct ion  des  Qj. O n  a ( ,d  - A) -1 = (r~j(A))o-~,.l~m-l. C o m p t e  

tenu de  la d6fini t ion de  ~ ,  on a la p r e m i e r e  de  ( ~ -  A)-I:  

m--2 ) 
ro.o(h) = -  P ( h ) - '  ( ~  ~ /~Jej+l "~ /~rrl-I 

m--2 

ro.l(A) = - P ( A ) - '  ( ~  A ' - I P , + , +  h m-2) 

, . .  

r o . . _ , ( A )  = - 

La l igne n u m 6 r o  l, 0 =< l _-< m - 1 ,  est donn6e  par :  

rto(A ) = A' + A '§ ) 

rt,(A ) = A t-i + A t+lro.l(A ) 

r,t(A )= A '*lro.,(,~ ) 
. , ~  

r t , . - , (X) = X'§ 
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Rappelons que ( M -  A)-' op6re de K dans K off 

K = D(P~ -"'m') x - - -  x D(P~ 'm) x H. 

On d6duit de ce qui pr6c~de que pour l = k  =<r il existe une matrice 

d 'op6rateurs rc,(k)~ (k~ ~,~,j so~.j~m-1 sur K de sorte que Bk = Ok (C~,j)o_~,~_,,-1. D'o~ il 

r6sulte que sp~o[P ] contient la projection de sp~(M] sur chacun des facteurs de 

K. On en d6duit alors la conclusion de 1.6. 

REMAROtJE. De l'6galit6 p ( A ) - l =  _ r0.,,-l()~) il r6sulte 6videmment Ok = 

-(Bk)(o,m-1) donc que dimsp~o[P] < + oo sachant que dim Sp~o[M] < + oo. 

THEO~ME 1.1. On suppose qu 'il existe s demi-droites A i, �9 �9 ", A, issues de 0 et 

divisant le plan complexe en s secteurs d '  ouverture a~ < zr /p pour j = 1, �9 �9 s. On  

suppose de plus qu ' i l  existe un entier N >= 0 tel que 

II P ( A )- I II~(H,D(Po)) = O ( I A I N) lorsque [ A I ---~ + oo , AEAIU...UA,. 

Alors l '  espace vectoriel engendr~ par les vecteurs propres g~n~ralis~s de P e s t  dense 

dans  H. 

D~MONSTRATION. L'hypoth6se I[ P(A)-llLem.o(eo)) = O ([ A I N) entrai'ne facile- 

ment qu'il existe M > 0  tel que - o(I,  ? ' )  sous les m6mes 

conditions. D'apr~s Dunford-Schwartz [4] corollaire 31 p. 1115, on en d6duit 

que l 'espace vectoriel engendr6 par les vecteurs propres g6n6ralis6s de M est 

dense dans K. On obtient alors ie th6or~:me 1.1 en utilisant la proposition 1.6. 

REMARQUE. Dans l'6nonc6 pr6c6dent, on trouve une condition d 'ouverture 

d'angle li6e h la classe de compacit6 de Po 1. Cette condition peut paraltre 

artificielle. Cependant,  dans le cas g6n6ral, on ne peut pas esp6rer mieux. On 

pourrait esp6rer par exemple qu'il existe des valeurs propres d6s que P(A)-I est 

de croissance minimale dans un secteur d 'ouverture assez grande (pour 6tre 

proche du cas autoadjoint). Les exemples suivants montrent qu'il n'en est rien. 

Soit H = L2([0, 1]) et posons A u  = d u / d t  avec D ( A )  = {u E Hi(]0, 1 D, u(0) = }. 

On a 6videmment A - i v ( x )  = f ~ v ( t ) d t  pour v E L2([0, 1]). I1 est bien connu que 

A-1 est compact et que son spectre est r6duit h {0}. Donc A n'a pas de valeurs 

propres. On a d'autre part 

Re(Au,  u) = fo I ~ 2  dt si u E D ( A ) .  

Donc toute demi-droite issue de 0 de {h ~12, Reh. <0} est un rayon de 

croissance minimale pour A. 
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Si (/_t,)~l d6signe la suite des valeurs  p ropres  de (A * A )  ~', on a c lass iquement  

tz. ~ 1/n. Soit alors s E ]0,1[.  D e  la mani~re  habituelle,  on d6finit A ~ de 

doma ine  D ( A ~ ) .  On mon t r e  alors fac i lement  que IArg(A~u,  u) l  <--srt/2 pour  

tout  u E D ( A ' )  et que la suite ( / z ~ ) . ~  des valeurs  p ropres  de (A ~'A ~)-" v6rifie 

tz,~ ~ 1/n~. La condi t ion d ' ouve r tu r e  est ici < srr. 

Ces exemples  sont des cas limites ofl le pr incipe de Ph ragmen-L inde l6 f f  ne 

s ' appl ique  pas. 

zone de 
croissance 
minimale 

Re A 

En vue d ' app l ique r  ce qui pr6c~de ~ des op6ra teurs  diff6rentiels, il est utile de 

d6finir les direct ions du plan complexe  o~ la croissance de P(A)- I  est opt imale .  

DI~FINITION 1.4. Pour  O E [0, 27r [ et po--->0, posons  A(O, po) = {pe '~ P > p0}. 

On dira que A(0, p0) est un rayon de croissance min imale  pou r  P s'il existe C > 0 

telle que: 

C (*) II P(pe 'o)-lll.~,o,~,--- p re(l-s) 

pour  tout  p _-> po et tout  s ~ [0,1]. 

REMARQUES. (1) Par  in terpola t ion complexe  (i.e. le th6or~me des trois 

droites),  il suflit d ' avo i r  (*) pour  s = 0 et s = 1. 

(2) On v6rifie fac i lement  que (*) pou r  s = (m - j ) / m ,  0 =< j _-< m - 1, 6quivaut  

dire qu' i l  existe C ' > O  telle que I I (M-pe 'e ) - l l I~e~)<=C' /p  pour  p > p 0 ,  

c 'es t-h-dire  que. A(O, p0) est un rayon de croissance minimal  usuel pour  M. 

Let  r6sultat  suivant  m o n t r e  que la not ion de rayon de croissance min imale  est 

stable par  cer ta ines  per turba t ions .  

PROPOSITION 1.5. Soit  Q ( A ) =  Oo + AO~ + . . . + A m-lOm-~ un  p o l y n 6 m e  

coefficients opdrateurs, de degrd < m - 1. O n  suppose que  pour  tout j = 0, 1,. �9 m 

il existe Or E ]0, 1/m ] tel que ,.~ nO-m)/,,+o V j r o  , se prolonge en un  opdrateur bornd sur H.  
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Si A(0, po) est un rayon de croissance minimale pour P, alors il existe p~ > 0 tel que 

A(0, p~) soit un rayon de croissance minimale pour P + Q. 

D~MONSTRATZON. Q(A) est une perturbation compacte de P(A). D'ofi 

IndP(A) = Ind(P(A) + Q(A))= 0 pour tout A E C .  Posons P'(A) = 

P(A)+ Q(A). Pour A ~ A(0, po) on a P'(A) = ( I +  Q(A)P(A)-')P(A). Or on a: 

AJQ, P(A)-1 = AJQje~176176 -~ pour A E A(0, po). 

Utilisant les hypotheses de 1.5, on en d~duit qu'il existe Cj > 0  teile que 
[I A'QjP(A )-1 [[~(m --< Cj/[ A [,,o pour tout A E A(0, po). Choisissons p~ > p0 de sorte 

que ETL~ 1Cflp m~ <-_ ~ pour p => p~. P'(A) est alors injectif donc bijectif pour tout 

A E A(0, p~) et P'(A)-' = P(A)-I(I + Q(A)P(A)-I) -'. Or 

II (I + O (A)P(A )-1)-111:e(u) --< 1 pour tout A E A(0, p~) 

iO - 1  d'o~ II(P'(pe ) ][~,~,,,v- -< C/p  "~ p o u r  tout p > p~. 

2. Le cadre diflerentiel 

Soit P(A) = Po + API + " "  " + A " P , , , - i  + A " Ofl Po, '" ", Pin-1 sont des op6rateurs 
diff6rentiels d'ordre_-< m. On fait les hypoth/~ses suivantes: 

( ~ )  Il existe un entier k -> 1 tel que p(rl/mA, rt/kX, rZ/=~) = rP(A, x, ~) pour tout 

r > 0  et ( A , x , ~ : ) E C x R ' x R  ~. 
(~) e(p, x, ~) # 0 pour tout p _-> 0 et tout (x, ~) E R" x R" \{(0, 0)}. 

(c~) Po prend ses valeurs dans un c6ne propre de C, sym6trique par rapport 

l'axe r6el. 
D6signons par Sp le c6ne de C d6fini par: 

Sp = {A ~ C; il existe (x, ~) ~ R ~ x R" \(0,0) tel que P(A, x, ~:) = 0}. 

On sait que Po admet un unique prolongement ferm6 h partir de ~ (R  ~) comme 

op6rateur non born6 de LZ(R ") (D. Robert [12]). D6signons alors par D(Po) le 

domaine de la fermeture de Po. En utilisant les r6sultats de [12] on peut voir 

facilement que: 

D(P~ {u E ~'(Rn); x 'D~u E L2(R") p~ a~k + L ~ <  = 

ou encore que D(Po) = {u E H ' ( R " ) ;  (1 + Ix 12)kau E L2(R')}. 

PaoPosmoN 2.1. (i) Pour tout A ~ C, P(A) admet un unique prolongement 
fermE, de domaine D(Po). 



Voi. 36, 1980 VALEURS PROPRES NON LINI~AIRE 179 

(ii) II existe un c fne  propre r de C, sym~trique par rapport gt l 'axe  r~el tel que 

(Po - # )-' existe pour tout I~ E r et 

I[(Po-/X)-'][.,L2,.-,, = 0 ([--~--~[) , [/X [---~ + o o. / z E F .  

(iii) (Po -  tz)-' est compact  en tout point tz de l 'ensernble rdsolvant de P,,. 

DI~MONSTRATION. (i) et (ii) r6sultent de [12]. (iii) r6sulte des caract6risations 
rappel6es ci-dessus de D(Po) que I'injection D(Po)--~ L2(R ") est compacte. 

On d6duit en particulier de la proposition pr6c6dente qu'il existe C,, > 0 tel 
que I'op6rateur Po + Co = P~ v6rifie I'hypoth~se (H 0 de I. 

Du point de rue de la recherche des rayons de croissance minimale, il revient 

au m6me d'6tudier P'(A ) = P~ + hPz + �9 �9 �9 + h "-'Pm-~. Avant de faire cette 6tude 
v6rifions les hypoth/~ses (H2) et (Ha) pour P'(A). (H2) r6sultera de la: 

PROPOSITION 2.2. Soit 0 E [0,1] et Q :R"  x R ~--~C un syrnbole quasi-  

homog~ne vdrifiant Q(r~/kx, r ~ / ~ ) =  r~-~ ~). On d~signe par Q l 'op&ateur 

pseudodifferentiel de ~(R" ) dans 5r ~ ) d~fini par Q. Alors  les op&ateurs Qp~to-~) 

et p~to-~)Q se prolongent en des op&ateurs lindaires continus de L2(R ~) dans 
L2(R"). 

Dt~MONSTRATION. Cette proposition r~sulte d'un calcul classique sur les 
op6rateurs pseudodiff6rentiels globaux. Nous reprendrons d'ailleurs ce calcul 

plus loin. 
Il nous reste ?t 6tudier (H3). 

PROPOSITION 2.3. Pour tout e > 0  on a: 

p u o " '  C C.('+":k)+~(L Z(R.)). 

DI~MONSTRATION. Par interpolation complexe (Gohberg et 'Krein [6]), il 
revient au m~me de montrer ' - ~  C n/m(l+m/k)+e. ,-i , ,-1 Po E Or (Po  ) ( P 0 ) e s t  l ' inversede 
I'op6rateur P~(P~*). Ce dernier est un op6rateur autoadjoint globalement 
quasi-elliptique de symbole "quasi-principal" (x, ~:)~ I Po(x, ~)l 2. D6signons par 

(,t~)s~ la suite croissante des valeurs propres de P~P~*, chaque valeur propre 
&ant r6p6t6e suivant sa multiplicit6. Il r6sulte de [12]: 

~'. 1 - (2 7r )-" f dxds r t --> + 
x I ~ t J IPo(x ,~  )r 2 < t 

d'ofi X/~ - yoj "k/"tk+'~, j---~ + ~  of a 3,0>0, et il en r6sulte que E j h i P a <  + ~  r 
p > n (1 /k  + 1/m).  
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Nous  6nonqons ma in tenan t  les r6sultats pr incipaux de not re  travail: 

THEOREME 2.1. Soit 0 E [0, 2~'[. II existe po positif ou nul tel que A(O, po) soit 

un rayon de croissance minimale pour P s i  et seulement si A(O, O)C C\ Sp. 

THr~OREME 2.2. Soient 0 -< 0~< 02<2~-  tels que A(O~,O)UA(O2,0)CC\Sp et 

02-  O~ < krr/n(k + m ). S' i l  existe O E ]O~, 02[ tel que A(0,0) C Sp, alors il existe 

A,, E C, arg A E [0~, 02] tel que P(Ao) ne soit pas injectif. 

TH~;OR~ME 2.3. Soient A(0~, 0)," �9 ", A(O, O) s demi-droites du plan complexe. 

On suppose : 

(i) 0-< 01<  02<  �9 �9 �9 < Os =< 2rr, 

(ii) IO,+~-O~l<krr/n(m+k)  pour j = l , . . - , s - 1 ,  O ~ < k T r / n ( m + k )  el 

Oz- Os + 2rr < kTr/n(m + k ), 

(iii) A(Oj, 0) C C \ Sp pour j = 1 , . . . ,  s. 

Alors l' espace vectoriel engendrd par les vecteurs propres gdn~ralis~s de Pest  dense 
dans L2(R~). 

A d m e t t o n s  pou r  le m o m e n t  le th6orhme 2.1 et nous  allons en d6duire  les 

th4orhmes  2.2 et 2.3. 

DEMONSTRA'nON DU THEOREME 2.2. Supposons  que la conclusion ne soit pas  

v6rifi6e. P(A ) 6tant  d ' indice nul pou r  tout  A E C, A ---* P(A)  -~ est analy t ique  dans  

le sec teur  0~ < Arg  A < 02 ~t valeurs  dans  .L~'(L2(R~), D(Po)). O r  l 'hypoth6se  du 

th6orhme 2.2 et le th6orhme 2.1 en t ra inent :  

1O P(A )- '  II,L~,R~,,L~(.", = O ( r ~ )  et [IP(A)-'lltL2Ot%o(eo,l=O(1) (**) 

sous la condit ion:  I A I -'~ + % h E A(0~, O) O A(02, 0). Posons  p = n (1 + m/k ) .  I1 

r6sulte de la propos i t ion  1.5 et du pr incipe du m a x i m u m  que  pou r  tout  e > 0 il 

existe C~ > 0 telle que: 

[IP(,~)--III(L2fR~),D(Po)) ~ C,e I"l~+" pour  0~ _-< arg A _-< 02. 

Le th6or~me de P h r a g m e n - L i n d e l 6 f  (Ti tchmarsh  [13]) impl ique  alors (**)  

dans  tout  le sec teur  0,_-< arg A _-< 02 et en part icul ier  pou r  arg A = 0. O r  le 

th6or6me 2.1 dit alors que A ( p , 0 ) C C \ S , ,  ce qui est contradic to i re  avec 

I 'hypoth~se  du th6or~me 2.2. 

DEMONSTRATION DU THI~ORI~ME 2.3. D ' ap r6s  le th6or6me 2.1 il existe po > 0 tel 

que l 'on ait: 
s 

IlP(A)-'l[o,,o~o)=o(1) p o u r l A [ - - * + o o ,  A ~ I,.J a(0,,po). 
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On applique alors les r6sultats du paragraphe 1 avec p = n(1 + m / k ) +  e. 

Commenqons la d6monstration du th6or6me 2.1 par la: 

PROPOSITION 2.3. Si A(0, 0) C_ C \ Sp alors il existe po > 0 tel que A(0, po) est un 

rayon de croissance min imale  pour P. 

DI~MONSTRATION. Posons A = pe'r p > 0. Pour tout entier N, on construit des 

op6rateurs pseudodiff6rentiels BN(A) et RN(A) de sorte que P(A)OBN(A)= 

I + RN (A) de la mani6re habituelle BN (A) = bo(A) + �9 �9 �9 + bN (A) off les symboles 

bj (A) sont d6finis par: 

1 
b0(A) - P(A) 

1 1 
b/+l(* ) = - -  P(A) o~__~, ~.. O'T(A )D"bt (X) pour j => 0 

I = j + / = j + l  

off l'on a pos6 0~ = 0~/a~ ~ et D ~ = (i)-I~lO~/OxL 

I1 est clair que le symbole de RN(A) est donn6 par: 

1 0 ~P(A )D  ~bj.,. RN(A) = E a-~ 
O~j~N 

N+m>IcQ+j>=N+I 

Nous avons les estimations suivantes: 

LEMME 1. Pour tout entier N >- 0 et pour tous mult i indices a et /3 il existe des 

constantes CN (a, fl ) et C~ (a, fl ) relies que : 

(i) 18~D~BN(A, x, ~)[ = CN (o~,/3)(A " + Ix I k + [ ~  I") -'-(l"j/")-(rol/k), 
(ii) 10 "D ~RN (A, x, ~)[=< C~ (a, /3)  (p " + I x  I k +1~: [m )--(N+,O/k +./,-)-(I,~J/,-)-(l~l/k, 

pour tOus A = pe '~ p >=0 et (x, sC)ER z". 

DI~MONSTRATION. Ddcoule facilement du fait que les b~ satisfont ~ ia relation 

d'homog6n6it6: 

8~D~b~ (r'/~A, r 'kx ,  r ' / ~  ) = r-l-JO/k+l/m)-tt~l/m)-(JOI/k)a~Dt~bi (A, X, ~ ). 

Afin de d6duire des estimations pr6c6dentes des majorations de norme pour 

les op6rateurs B N ( s  et R N ( s  rappelons un r6sultat classique de 

continuit6 L 2 des op6rateurs pseudodiff6rentiels (par exemple H. O. Cordes [3]). 

D6signons par S o l 'espace des symboles s E C |  R ") tels que pour tous 

multiindices a et /3 on ait: supa~-[8~D~s(x,~)l < + oo. S O est un espace de 

Fr6chet muni de la famille de semi-normes: 
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P j ( s ) =  max [ s u p l d a D ~ s ( x , ~ ) l ] .  
1~l+ll31~j R 2~ 

I! r&ulte de [3], th6or6me B~, que s i s  E S O alors s(x, D )  est un op&ateur  born6 
de L2(R ") darts lui-m6me. Nous utiliserons la pr&ision suivante: 

LEMME 2. 
l 'entier n tels que : 

I1 existe une constante yo > 0 et un entier jo >-_- 0 ne d~pendant que de 

pour tout s E S ~ 

DI~MONSTRATION. S ~ s ( x , D )  est une application lin6aire de l 'espace de 
Fr6chet S o dans l 'espace de Banach ~(LZ(R"),  L2(R")). On peut doric appliquer 

le th6or6me du graphe ferm6. On v6rifie en effet facilement que s ~ s(x, D )  est 

ferm6e. 

LEMME 3. (i) B N ( A , x , D ) ~ . C ~ ( L 2 ( R " ) , D ( P o ) )  pour tout entier N e t  A E 

A(O, 0). On a de plus: 

(i,) IIBN(A,x,D)II~(L2(.o,,O(po,)= O(1),  A --, +co, A ~ a(0,0) ,  

02) IIB~(A,x,L)II:etL2ta").L~ta")) = O(1/IA I"), A --~ +oo, A E a(0,0); 
(ii) RN (A, x, D )  E &~ 2(R"), L 2(R")) pour tout entier N e t  tout A E A(0, 0). 

De plu s: 
(ii) lIRa(A, x, D)I[~e(L~(R-).L~(.~ = O(1/IA I -mCs§247 pour IA I---~ + oo, 

,x E a(o, 0). 

DI~MONSTRATION. Le lemme 1 entralne: 

10aDaBN(A,x,r  -~" et 

I OaD~RN(A, x, ~)1--< c~ (,~,/3)0 - ' ' " '~ ' ' ~+ ' ' ' ' .  

Le lemme 2 entraine alors (i:) et (ii). 
Pour 6tablir (i~) on calcule le symbole de Po(x, D)B~(A, x, D):  

1 
PoBN (A) = E ~ .  '~'POD'B~',. 

Jvl.~,,, 

On en d6duit alors que pour tout N, a et /3, il exis~ C g ( a , / 3 ) > 0  telle que 
I 0 ~D ~ (PoBN (A))I <= C~(a,  g )  pour A E A(0, 0), (x, s r) E R 2". Le lemme 2 impli- 
que alors que P o ( x , D ) B N ( A , x , D ) E . ~ ( L 2 ( R ' ) , L 2 ( R " ) ) .  D'ofi il r6sulte que 
B~, (A, x, D )  E (L2(R"), D(Po)) et que (i0 est v6rifi6e. 
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FIN DE DEMONSa~ArION DE LA PROPOSITION 2.3. On applique ce qui pr6c~de 

avec N = 0. D'apr~s le lemme 3, il existe p o > 0  tel que p_-__ po entra~ne 

IIRo(pe", x, D)ff_-< ~. On obtient alors P(A)Bo(A) (I + Ro(A))-1 = I pour A = pe'e, 

p-->po. Il en r6sulte que P(A):D(Po)--~L2(R ") est surjectif. Or P(A) est 

indice, d'indice nul, D'o/l P(A) est bijectif et P(A) -~ = Bo(A)(I + R0(A)) -~ pour 

A = pe 'e, p-> po. Il r6sulte alors du lemme 3 que A(O, po) est un rayon de 

croissance mtnimale pour P. 

R6ciproquement, nous allons d6montrer: 

PROPOSITION 2.4. Soit po >- 0 tel que A(O, po) soit un rayon de croissance 
minimale pour P, alors A(O,0)_CC\Sp. 

DCMONSTRA'nON. Il r6sulte de I'hypoth~se qu'il existe C > 0 teile que I'on ait: 

(2) (ID~ II~--- CllP(pe")u II~, 

(3) IlgWu I1~_-__ ctle(pe")u Ik2, 
pour tout u E 5e(R~), p-->po, lal--<m et [/31--- k. 

Nous allons utiliser la mrthode classique d'addition de variable. Nous 

6tablissons des inrgalitrs a priori pour l 'oprrateur P(e'eD,, x, Dx) dans R x R". 

Drsignons par 6epo(Rx R ") l'espace des fonctions v : ( t , x ) ~  v(t,x) telles que 

v E 6e(R x R") et supp t3 C ]P0, + ~[ x R" of 1 0 drsigne la transformre de Fourier 

partielle par rapport ~ t. De (1), (2), (3) il rrsulte que pour tout v ~ 5epo(R x R") 

on a: 

(1') II D 7'v [IL~,R• <= C II P(e'~ x, D~)v [IL~CR• 
(2') II D :O I[L~a~• =< C II P(e'~ x, D~ )v II,~,.~.~ pour l a I <= m, 

(3') IIx~v II,_~0.~..~- < CIIP(e"D,, x, D~)v 11,~,~.~.-, pour 1/31= < k. 
Soit (j~,-- . , j . )  une permutation de {1, . . . ,  n} et soit: 

: { ( X l ,  " ~  . , x , ) E  R" : xj, > 0 , . . . , x j ,  > 0 ;  xj,§ < 0 , . -  .,x~. <0}. 

On se donne alors ~ E Co(~7), "4, E S0(R) telle que q~E Co]po,+=[ et 
f~lqJ(t)12dt = 1. On pose ~ = 1+ k/m et pour tout e E]0,1]:  

U~(X, t)= ~k+<"§ i(  ~_~ ~J lxs l 8 ) ,=, 6 + Ix I~-'tP q~(ex)~b(et). 

Or on obtient facilement les relations suivantes: 

(4) IID?u~ II~_~-- p~" Ill x I% II~- ~+ o(1),  e ---> 0, 
a ~-~ ~ 2~ --~0,  (5) IID=.~ I1~., = I I (x ,  ~) ~11,- + o 0 ) ,  e 

(6) II P(e "O,, x, O~ )u, I1~, = f I P(I x I s-'pe ", x, x .~-'~: )[~1 u~ (t, x )l~dtdx + 0 (1), 

e ---> 0, o/~ x .  ~-1= (x~-~, . .  .,x~ -1) et x.~-l~: = (x~-Ir . .  ., x~-~:.). 

(4), (1') et (6) donnent alors: 
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p2m fR" lYl2~Iq~(Y)I2dy<=Cf~. IP(lyl'-'pe'~ 

pour  tout  ~, ~ Co(~7). D'o~:  
(7) p2,, Ix I 2~ ---< c I e ( I x  Ik/"pe'~ ~ pour  tout  p => p0, x ~ (~ et ~: ~ R'.  

Posons x = ro- ofl r r6el > 0 et cr ~ S". Par homog6n6i t6  de (7), il r6sulte: 

(7') p2m <=C,iP(pe,O,o.,~)12 pour  p ~po ,  o - E S "  0 ( 7  et s e E R  ". 

De  m f m e  /a part ir  de (5) et (2'), pour  l a l  = m, on obtient:  

(8) Ir ~" _-< C ' l P ( p e  '~ or, ~) l  ~ p o u r  p _-> p0, ,7 E S" n ~ et ~ E R". 

Enfin h part i r  de (3') on obtient :  

l<=C'lP(pe'~ 2 pourp>=po, o'ES"fq~? et ~ E R "  

d'ofl l 'on tire (1 + p2., + is e 12,.), __< V,~---;I p(pe,O, o', sc)l et par  homog6n6it6:  
(9) ( Ix l  2k +p2, ,  +lr pour  p ->po, x E ~7 et ~ E R " .  

(9) entra~ne clairernent que A(0, 0) C C \ Se. 

3. Applications 

APPLICATION 1. P(A)=D2,+(t2-A)2. Ici Se se calcule faci lement.  On a 

r 2 + ( t 2 - A ) 2 = 0  si et seulement  si h = t 2 _ + i r  d 'o6  Se = {A E C; Re A _-- 0}. 

D ' au t re  part  on a Po=D~+t  4 et P - ~ E  C3~+~(Le(R)) pour  tout  e > 0 .  La 

condit ion d 'ouver tu re  est donc  ici 2 r r / 3 -  e pour  tout  e > 0. Or  les rayons de 

croissance minimale se t rouvent  dans le demi-plan {h E C, Re h <0}.  C'est  

insuffisant pour  pouvoi r  appl iquer  ie th60r6me 1.1. On pourra  l 'appl iquer  gr$ce 
au :  

LEMME 3.1. La demi-droite R+ est un rayon de croissance polynomiale pour 
P(A)  = D ~ +  (t 2 -  A) 2. Plus pr(cis(ment, il existe une constante C > 0  telle que 
]lP(A)-'ll~tt.2(a))_--- < C/V'-A pour tout A E R+, A _-> 1. 

D~MONSTRA'rION. Tel  qu'il est 6nonc6, le l emme rdsulte du travail de 

He l f fe r -Nour r iga t  [8]. Ici nous ailons d6mont re r  d i rec tement  un r6sultat plus 

faible mais suffisant pour  pouvoi r  appl iquer  le th6orSme 3.1. Nous  allons 6tablir  

qu'il  existe C > 0 telle que: 

(*) II e ( x  )- '  II~,L2,.), _--< CA. 

Posons A = to ~. II est clair que P(t~)-' existe pour  tout  to > 0. Soit u E ~ (R) .  On a: 

(e ( t~)u ,  u )  = _o lu ' l~a t  + _~ (t  - to)~(t + to)~lu I~at. 
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On fait le changement  de variables t = tos et de fonction v ( s ) =  to~u(sto). On 

obt ient :  

(P(t~)u,u)= to2 f Iv'(s)I2ds + t~ f (s- l)2(s + l)21v(s)I2ds 

d'ofi (P(t~)u, u)>= to2(P(1)v, u)  si t o>  1. 

Or  

rain (P(1)v, v) = y > 0. 
v ~ , ~ ( R )  
IIVllL 2 =  I 

D'of~ IIP(t~)ulk2>= rto211ulk2 si t0= > 1 et u ~ 6e(R) ce qui entrai 'ne (*). 

I! r6sulte alors de ce qui pr6c~de: 

PROPOSITION 3.1. Le syst~me des vecteurs propres g~ndralisds de P ( A ) =  

D ,  2 + (t 2 - A )2 est total dans  L 2(R). E n  particulier il existe )to E C, 0 < arg Ao < 7r/2 

tel que P(Ao) n 'es t  pas injectif  dans  6e(R). 

On a ensuite le: 

COROLLAIRE (B. Helffer  [7]). L '  opdrateur A = D~, + (t2Dx - D~) 2 est hypo- 

elliptique non hypo-analy t ique  au voisinage de l'origine dans R 3. 

APPLICATION 2. P ( A ) = D 2 + t 2 + 2 a A t + 2 b A D , + A  2, a et b 6tant rdels. On 

suppose que le po lyn6me en A : r t 2+2aAt  + 2bAr + A 2 n 'a  pas de racines 

r6elles pour  tout ( t , ~ - ) ~ R  2. Ce qui revient h imposer  a 2 + b 2 < 1 .  Ii r6sulte 

alors du paragraphe  2 que l 'on a deux rayons de croissance minimale [p0, + oo[, 

] - 0% po] avec p0 > p. Des  consid6rat ions de t r igonom6tr ie  616mentaire permet-  

tent de calculer Sp. On t rouve Sp = {A E C, cos2(arg A) -< a 2 +  b2}. D ' au t r e  part, 

ici on a P o = D 2 , + t  2 et PoIEC2+~(L2(R))  pour  tout  e > 0 .  On  peut  alors 

appl iquer  le th60r~me 2.3 sous la condit ion aS+  b2<~.  

Sur cet exemple,  un calcul direct donne  un rdsultat meilleur. Dans  [7] B. 

Helffer  mont re  que I 'on obtient  un syst/~me complet  de vecteurs propres  

g6n6ralis6s constitu6s d 'exponent ie l les  po lyn6mes  sous la condit ion a 2 + b 2 < 1. 
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