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SUR UN PROBLEME AUX VALEURS PROPRES
NON LINEAIRE

PAR
PHAM THE LAI ET D. ROBERT

ABSTRACT

In this paper, we give some sufficient conditions for which the differential
operator P(A)= P,+ AP, +---+A™7'P,_,+ A", depending polynomially on
the complex parameter A, verifies the following statement: there exists 4,€ C,
u, =0, u, € F(R") a Schwartz space of rapidly decreasing functions, such that
P(Auo =0~

Introduction

Soit P(A\)= Py+ AP+ -+ A" 'P,._;+ A™ un polyndme de la variable com-
plexe dont les coefficients Po,- -, P._; sont des opérateurs différentiels 2
coefficients indéfiniment dérivables dans R". Nous nous proposons de donner des
conditions suffisantes pour qu’il existe A, € C et u, € ¥(R"), espace de Schwartz
des fonctions a décroissance rapide, tels que P(Aq)uo=0. Dans ce cas, par
analogie au cas classique (m = 1), nous dirons que A, est une valeur propre et u,
un vecteur propre de la famille d’opérateurs P(A).

La motivation principale de ce travail est de donner un début de réponse 4 une
question posée par B. Helffer [7). Dans [7], 'auteur donne des exemples non
triviaux d’opérateurs différentiels A (x, D) a coefficients analytiques, hypoellipti-
ques et tels que I'équation A (x, D)u =0 admette une solution non-analytique.
Pour cela, on associe a A(x,D) un polyndme a coeflicients opérateurs
différentiels P(A) et on construit la solution de A(x,D)u =0 a partir d’une
valeur propre et d’un vecteur propre de P(A). Par exemple, a I'opérateur
A =D+ (x’D, - D,)* est associé le polyndme P(A)= D3+ (x>—21) et il
résultera de notre travail que P(A) admet au moins un vecteur propre dans
$(R™). La recherche de vecteurs propres pour des polynémes a coefficients
opérateurs a déja fait lobject de plusieurs travaux. Citons par exemple Keldysh
[9], Krein and Langer [10], Friedman and Shinbrot [5].
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Cependant, ces travaux ne sont pas directement applicables au cas différentiel
considéré ici. Notre étude s’apparente plutdt aux travaux de S. Agmon [1] sur la
résolvante des problémes aux limites elliptiques.

La méthode d’Agmon consiste a contréler la résolvante (Po+ A)™, |A|— + 0,
dans des secteurs du plan complexe d’ouverture suffisante et & en déduire qu’il
existe un systéme complet de vecteurs propres (généralisés) par le principe de
Phragmen-Lindel6f. De plus Agmon donne une condition nécessaire et suffi-
sante sur le symbole du probléeme pour avoir un contrle optimal sur une
demi-droite issue de I’origine, donnée dans C. Nous nous proposons de faire une
étude analogue pour I'application A — P(A)™.

Dans [2] M. S. Baouendi et J. Sjostrand ont fait ce type d’étude dans le cas ou
Py, - -+, P.._, sont des opérateurs définis sur la sphére S$" et ou P, est elliptique
d’ordre m, P; est un opérateur différentiels d’ordre m —jpour1=j=m - 1.

Nous remercions B. Helffer pour les discussions que nous avons eues avec lui 2
propos de ce travail et de ses applications.

Notre travail est organisé de la fagon suivante:

(1) Le cadre fonctionnel: nous y établissons des résultats généraux utiles pour
la suite. Ici I'outil principal est fourni par les puissances complexes de I’opérateur
P,

(2) Le cadre différentiel: c’est 'essentiel de notre travail. Nous y établissons la
condition nécessaire et suffisante pour qu’une demi-droite soit un rayon de
croissance minimale.

(3) Applications.

1. Le cadre fonctionnel

Soit H un espace de  Hilbert complexe et P(A)=
Po+ AP+ -+ A™'P,_;+ A™ une famille d’opérateurs non bornés de H ou
A € C. On suppose que P, est un opérateur fermé a2 domaine dense D (Py) et que
P, - -+, P.._, sont définis sur D(P,). On fait en outre les hypothéses suivantes:

(H)) (Po—A)™" existe sur un voisinage ouvert du secteur fermé A du plan
complexe symétrique par rapport a I'axe réel et du type:

Ima

////////////4/

Re A
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De plus, on a [(Po— A) 'leqny= O(1/|A]) pour A EA, |A|—>+x, o0 L(H)
désigne I'espace de Banach des opérateurs linéaires continus de H muni de la
norme usuelle.

I1 résulte de (H,) que I'on peut définir un groupe d’opérateurs fermés a
domaine dense s — Pg paramétré par C, bornés si Re s <0 (voir par exemple D.
Robert [12]). On fait alors 'hypothése:

(H) Pour tout entier j, 0 =j = m — 1, les opérateurs P,P§"™"™ et P§~™'"P, se
prolongent en des opérateurs continus de H dans H.

Avant de formuler la troisieme hypothése, rappelons la:

DeérFiNiTiON 1.1, Soient H, et H, deux espaces de Hilbert complexes et
T:H,— H, un opérateur compact. On désigne par (u;(T)),=: la suite
décroissante des valeurs propres de (T*T)! ol chaque valeur propre est répétée
suivant sa multiplicité. Soit p réel>0. On dit que T & C’(H,, H,) si
Ziap(TY < + o

ProrosiTioN 1.1 (Gohberg-Krejn [6]). Si A € $(H;, H)), B € ¥(H,, Hj) et
Te€ C?(H,H,), alors B.T. A € C*(H;, H)).

(Hs) 1l existe un réel p >0 tel que P;'"€ C°(H).

ProrosITION 1.2.  Sous les hypothéses précédentes, P(\) définit un opérateur
fermé de domaine D(P,). Si P(A)™! existe, alors il est compact. Enfin, pour tout
A €C, P()A) est un opérateur a indice et Ind P(A)=0.

DEMONSTRATION. Soient (u,).=: une suite de D(P,) et u,f€ H tels que
lim,_so P(A)u, = f, lim, .+, = u dans H.

On a PAu,=(I+APP;'+ -+ A""'P,_,P;'"+ A"P;")Pou,. Or PP;' est
compact pour 1 =j =m — 1. On en déduit qu’il existe une suite extraite (u,, )nz:
et g € H tels que: limy_.... Pou,, = g dans H. P, étant fermé, il en résulte que
u € D(P,) et que P(A)u = f. D’ott P(A) est fermé. (P5""™)™ = P;' d’olt Py’ est
compact et P(A)' est compact.

On a P(A)P;'=1+compact et P;'P(A)=1+compact. D’oii P(A) est a
indice et Ind P(A)= —Ind P;'=0.

P; étant injectif pour tout s, on munit D(Pg) de la norme || u |loep = || Pou |

ProrosiTioN 1.3. Pour tout réel s €[0,1], A —> P(A)"' est une fonction
méromorphe dans C a valeurs dans ¥(H, D (P3)).

DEMONSTRATION.  Suivant un procédé de Agmon-Nirenberg, on introduit la
linéarisation en A de P(A) en posant:
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0 1 0 0
0 1 0
o = 0
: : : 0
0 0 0 1
-P, -P, =P, -+ —-P.,

C’est une matrice m X m d’opérateurs. On regarde & comme un opérateur
fermé non borné de P'espace de Hilbert

K = D(P{"™"™)x D(P§" "™ x D(P§"?™)x -~ x H

de domaine D(sf)= D(Pg)x D(P§ ") x - - - x D(P{'™).

Il est clair que o' existe et définit un opérateur compact de K dans K.

D’ou & — A est a indice, d’indice nul pour tout A € C. Or o/ — A est injectif si
et seulement si P(A) est injectif. Il en résulte que &/ — A est inversible si et
seulement si P(A) est inversible. Il est classique que A —(sf —A)"' est
méromorphe de C a valeurs dans Z(K). Posons (&f — A)™" = (1 (1))osij=m- Soit A
tel que P(A)™" existe. Un calcul élémentaire montre que P(A)™ = — ro m-1(A).
D’ou la proposition.

ProrosiTion 1.4. o 7'€ C?(K).

DEMONSTRATION. On a évidemment Im ™' = D(Po) X -+ - X D(Py™). 11 est
équivalent de montrer que I'injection D(Po) X - - - X D(Pd™)<> K est de classe
C®. Désignons par R P'opérateur de K dans K:

R(uO, Tty um_x) = (Pg”mug, t Pal/mum__l).
A€ C?(K) si et seulement si R € CP(K). Soit J 'opérateur défini par:
J(to, 5 Um—r) = (Po o, * + *, Pg" " thp—1).

J réalise un isomorphisme de K sur H™ et de D(«) sur [D(Pg™)]™. On a donc
R=J"'.R.Jou R:H™—>H" est défini par

(“0, Y “m—l)—’ (Pgumuo, Yy P(;”mum-l)-
Soit (¢;);=1 Ja base des vecteurs propres associée a [(P;"™)*(Po Y, (e sk sm
désignant la base canonique de R", il est clair que (@€ )i=k<m €st la base des

vecteurs propres de (R*R).
Il en résulte que Z;z:(u;\R)Y = m Zjz: [u; (P < + .
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En vue d’appliquer le principe de Phragmén-Lindel6f, nous allons préciser le
comportement de la fonction méromorphe A » P(A)7".
On rappelle la définition suivante:

DeérinimioN 1.2, On dit qu’une fonction entiére F : C— B a valeurs dans un
espace de Banach B est de type p >0 s’il existe une constante y >0 telle que
IF(A)|s =e”™" pour tout A €C.

ProposiTioN 1.5. (i) Il existe une fonction entiére ¢ de type p a valeurs
scalaires telle que A — ¢(A)P(A)™' soit une fonction entiére de type p a valeurs
dans ¥(H, D(P,)).

(ii) Pour tout £ >0, il existe une suite (r. ).z croissante de réels positifs telle que
lim,_.,.r = + % et une constante c. >0 telles que

max [PA) " eoen= C.e™®" pour tout k = 1.
ax

DEMONSTRATION.  On reprend les notations de la démonstration de la propo-
sition 1.3. On a vu que P(A) "= —rg—i(A) 00 (& — A1) = (r; (A ))osijzm—1. OF
(A=A)y"'=A'T- A7) et L' € C?(K). On peut donc appliquer la théorie
des déterminants régularisés. Soit k entier, k —1<p = k. On pose alors

d(A)=det, (I - A7)

o 2 k-1
= ,Ul (1 - Af'Li)exp ( = Ay, + ()\’;') +eeet ( k 1_)1 (Aﬂi)k_l)
ol (u;);=1 est la suite des valeurs propres de &' rangées par ordre de modules
croissants ol chaque valeur propre est répétée suivant sa multiplicité algébrique.
Il résulte de Dunford-Schwartz ([4] p. 1106-1113) que ¢ est une fonction entiére
de type p et que A = d(H(A)(I — AL ") " est entiere de type p a valeurs dans
Z(K); d’oui le point (i) de 1.5. D’aprés un résultat classique sur les fonctions
entiéres de type p (Titchmarch [13]), on sait que pour tout £ >0 il existe une
suite (n)xz: comme dans (ii) telle que: miny-, |¢(A)[Z e ™. On en déduit
alors (ii).
Avant de formuler le résultat suivant, posons la:

DermniTioN 1.3 (Keldysh [9]).  Soit Ao € C tel que P(A,) soit non injectif. On
appelle sous-espace propre généralisé de P associé A, le sous-espace vectoriel de
D(P,), noté sp,[P], engendré par les solutions des systémes:
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[ P(Ao)uo=10

dP
(S0) § Pt gy (o)uo=0

k

P
k (Ao)uo =0

dP 1d
L P()“’)uk+§)T(A°)""“+"'+E_!d)«

ou k décrit N.

ProrosiTioN 1.6, Si U, ccsp.[¥] est total dans K, alors U ,ccsp,[P] est
total dans H.

DEMONSTRATION.  On sait que A — (P — A)™" est méromorphe. Soit A, un pdle
de cette fonction. Ecrivons son développement de Laurent au voisinage de Ao:

(P - A)_ (—)‘—Q'A—)-i-”'-l'AQl +S(A)

ol S est holomorphe au voisinage de A,. Pour 1=j =r, Q; est donné par la
formule de Cauchy:

o) ——f (A — AP — A)""dA
[A=Agl=¢

2imw
ol ¢ >0 est assez petit. D’ou il résulte que Im Q.+ - -+ Im Q, C D(Py).
LemMeE 1. spofP]=ImQ, +---+ImQ,.

DEMONSTRATION DU LEMME 1. Au voisinage de Ag, A # Ao, on a P(A)P(A) ' =
Identité. D’autre part

P(\)= 2 A-AJdP

jvodx’

Par identification on obtient

P(AO)QV = 0

dP
P(/\o)Qr—n + '(K (Ao)O, =0

1dP
2dx

1 d4"7'P
( 1)tdx*

P(A)Q:+5 2= (1) Qs+ - F (A)Q, =
D’ou, pour tout W € H, (Q,W, - - -, Q: W) est solution de (S,-,) par conséquent

onalmQ, +---+ImQ, Csp,[P]. Inversement soit (u,, Uy, - * -, 4 ) une solution
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de (S.). Montrons par récurrence sur j que 4; €Im Q,+ - -+ Im Q,. uo vérifie
P(Ao)uo=0. Posons Z(A)=P(A)uo/(A — Ag). On a Z(A)=Z7"3'(A — AoYa; ol
a, €EH. Or uo=(A—A)P(A)'Z(A). On remplace alors P(A)™' par son
développement de Laurent et on identifie; ce qui donne u,= Z{.; Q;(a;-y).
Supposons alors que ug, Uy, -+, 4; €Im Q,+ - - - + Im Q, pour j < k et montrons
que ¥, €EImQ;+ -+ -+ 1Im Q,. Pour cela posons:

P(Muo_, _P(A)
A=Ay (A= Aoy

Z,H(,\)=( U+ -+ Py

On constate facilement que Z;.,, est holomorphe au voisinage de A, et que
Z;+1(Ao) = 0. On a alors:

Up + u,
A=) (A= Aoy

+ ...+ui+1=P(A)—l j+l(A)

et par identification on obtient que 4;.,, €EImQ+---+ImQ,.

DEMONSTRATION DE 1.6.  Ecrivons le développement de Laurent de (&f — A)™
au voisinage de Ao:

— —l__L _BL_
(- 1A) —(/\_)\o),+ +A_)‘0+T(A).

On a évidemment sp,[#]=ImB, +--+ImB,.
Calculons les B; en fonction des Q.. On a (& — A)™" = (7;(A))osi,sm-1- Compte
tenu de la définition de &, on a la premiére de (& —A)™"

m-2
fo_()(A)= —IJ(A)_l ( 20 AiP,q.]"’)\m_l)
i=

ah) = —PY" (T AP+ Am)

j=1

ro,,,._l()t) = - P(A)—l.
La ligne numéro I, 0=1=m — 1, est donnée par:
no(A) = AL+ A" o(A)

r,_l()\) = A =t + AH.lro,l(A)

......

fl',,._l(A) =) H‘lrovm_l(A ).
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Rappelons que (£ — A)* opére de K dans K ou
K =D(Pyo)x .- x D(PY™ x H.

On déduit de ce qui précéede que pour 1=k =r il existe une matrice
d’opérateurs (C$)ozijzm-1 sur K de sorte que By = Qu(C¥)osijzm-1. D01 il
résulte que sp,[P] contient la projection de sp, (/] sur chacun des facteurs de
K. On en déduit alors la conclusion de 1.6.

REMARQUE. De I'égalité P(A)'= —rg._4(A) il résulte évidemment Q. =
= (B« )o.m-1 donc que dimsp,[P] < + « sachant que dimsp, [&f] < + .

THEOREME 1.1. On suppose qu’il existe s demi-droites A,, - - -, A, issues de 0 et
divisant le plan complexe en s secteurs d’ouverture a; < m/p pourj =1,---,s5. On
suppose de plus qu’il existe un entier N = 0 tel que

”P(A)_IH_Q(H,D(}’O))= O(IA'N) lorsque 'Al'—) +°°, A EA]U"'UAS.

Alors I’ espace vectoriel engendré par les vecteurs propres généralisés de P est dense
dans H.

DeMoNSTRATION.  L’hypothése |[|P(A)7|¢uinwm = O(JA[Y) entraine facile-
ment qu’il existe M >0 tel que [|[(&f — A) "[ex,= O(|A|™) sous les mémes
conditions. D’aprés Dunford-Schwartz [4] corollaire 31 p. 1115, on en déduit
que l'espace vectoriel engendré par les vecteurs propres généralisés de o est
dense dans K. On obtient alors le théoréme 1.1 en utilisant la proposition 1.6.

REMARQUE. Dans I’énoncé précédent, on trouve une condition d’ouverture
d’angle liée a la classe de compacité de P;'. Cette condition peut paraitre
artificielle. Cependant, dans le cas général, on ne peut pas espérer mieux. On
pourrait espérer par exemple qu’il existe des valeurs propres dés que P(A)™" est
de croissance minimale dans un secteur d’ouverture assez grande (pour étre
proche du cas autoadjoint). Les exemples suivants montrent qu’il n’en est rien.
Soit H =L*([0, 1]) et posons Au = du /dt avec D(A)={u € H'(]0,1]), u(0)=}.
On a évidemment A ~'v(x) = f5v(t)dt pour v € L*([0, 1]). Il est bien connu que
A" est compact et que son spectre est réduit a {0}. Donc A n’a pas de valeurs
propres. On a d’autre part

1 2
Re(Au,u)=f Mzin-dt si u € D(A).
(1]

Donc toute demi-droite issue de 0 de {A EC,Re <0} est un rayon de
croissance minimale pour A.
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Si (in).=: désigne la suite des valeurs propres de (A *A )}, on a classiquement
s =1/n. Soit alors s €]0,1[. De la maniére habituelle, on définit A° de
domaine D(A°®). On montre alors facilement que |Arg(A ‘u, u)| = s7/2 pour
tout u € D(A*) et que la suite (i, ).=: des valeurs propres de (A*"A °)# vérifie
tas = 1/n°. La condition d’ouverture est ici < sm.

Ces exemples sont des cas limites ou le principe de Phragmen-Lindel6ff ne
s’applique pas.

WIm/\

zone de

cr(')ls.sance s
minimale E)
* Re A
sm
2

b

En vue d’appliquer ce qui préceéde a des opérateurs différentiels, il est utile de
définir les directions du plan complexe ou la croissance de P(A )™ est optimale.

DErFINITION 1.4, Pour 8 €[0,27[ et po=0, posons A(6, p,) = {pe”, p > po}.
On dira que A(6, p,) est un rayon de croissance minimale pour P s’il existe C >0
telle que:

0 n— C
(*) | P(pe”) 1”(H,Dwa))gpm—a:s‘)

pour tout p = p, et tout s € [0,1].

REMARQUES. (1) Par interpolation complexe (i.e. le théoréme des trois
droites), il suffit d’avoir (*) pour s =0 et s =1.

(2) On vérifie facilement que (*) pour s = (m —j)/m, 0= j =m — 1, équivaut
a dire qu’il existe C'>0 telle que [[(£—pe”) '|lex,=C’'/p pour p > po,
c’est-a-dire que. A(6, po) est un rayon de croissance minimal usuel pour .

Let résultat suivant montre que la notion de rayon de croissance minimale est
stable par certaines perturbations.

ProposiTION 1.5. Soit Q(A)= Qo+ AQ:+ -+ A" Q.1 un polynéme a
coefficients opérateurs, de degré < m — 1. On suppose que pour toutj =0,1,---, m
il existe 6, €10,1/m] tel que Q;P§~™"™"% se prolonge en un opérateur borné sur H.
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Si A(6, po) est un rayon de croissance minimale pour P, alors il existe p; = 0 tel que
A(8, pi) soit un rayon de croissance minimale pour P + Q.

DEMONSTRATION. Q(A) est une perturbation compacte de P(A). D’ou
IndP(A)=Ind(P(A)+ Q(A))=0 pour tout AEC. Posons P'(A)=
P(A)+ Q(A). Pour A € A(6,po) on a P'(A)=(I+ Q(A)P(A)™")P(A). Or on a:

AQP(A) = AIQPY IO PGt P(X) pour A € A(6, po).

Utilisant les hypothéses de 1.5, on en déduit qu’il existe C; >0 telle que
ANQPA)  lean = C;/]A|™ pour tout A € A(8, po). Choisissons pg > po de sorte
que 275 Ci/p™% =3 pour p = po. P'()) est alors injectif donc bijectif pour tout
A E A6, pd) et P'(AY"'=PQA)'T+QA)P(A) )" Or

”(I + Q(A )P(/\ )—l)_l"g(y) =1 pour tout A € A(0, p(,))

d’ou

|(P'(pe”) learpp = C/p™"™ pour tout p = pq.

2. Le cadre differentiel

Soit P(A\)=Po+ AP+ -+ A"P,_;+ A" oit Py, -, P,_, sont des opérateurs
différentiels d’ordre = m. On fait les hypothéses suivantes:

(%) Tlexiste un entier k = 1 tel que P(r'™A, r'*x, r'"¢) = rP(A, x, £) pour tout
r>0et (A, x,)ECXR"XR"™

(€) P(p,x, £)#0 pour tout p =0 et tout (x, £) ER" x R"\{(0,0)}.

(€) P, prend ses valeurs dans un cone propre de C, symétrique par rapport a
I’axe réel.

Désignons par S, le cone de C défini par:

Se = {A € C;ilexiste (x, £) ER" X R"\(0,0) tel que P(A, x, £) = 0}.

On sait que P, admet un unique prolongement fermé a partir de ¥(R"”) comme
opérateur non borné de L*(R") (D. Robert [12]). Désignons alors par D (P,) le
domaine de la fermeture de P,. En utilisant les résultats de [12] on peut voir
facilement que:

D(Py) = {u € #'(R"); x*D*u € L*(R™) pour l—;:—l+]-’%[§ 1}

ou encore que D(Po)={u € H™(R"); (1 +|x [*)”u € L*(R™)}.

ProrosiTioN 2.1. (i) Pour tout A € C, P(A) admet un unique prolongement
fermé, de domaine D(P,).
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(it) 1l existe un cone propre I de C, symétrique par rapport a I’ axe réel tel que
(Po— )" existe pour tout w €T et

_ 1
[(Po— u) ' | o2y = O (!—u—l) ’ lwl=>+eo el

(1) (Po— )" est compact en tout point u de I’ensemble résolvant de P,.

DEMONSTRATION. (i) et (ii) résultent de [12]. (iii) résulte des caractérisations
rappelées ci-dessus de D(P,) que I'injection D(P,)— L*(R") est compacte.

On déduit en particulier de la proposition précédente qu'il existe C,>0 tel
que l'opérateur P, + C, = P, vérifie 'hypothése (H,) de 1.

Du point de vue de la recherche des rayons de croissance minimale, il revient
au méme d’étudier P'(A)= Po+ AP, +---+ A" 'P,,_,. Avant de faire cette étude
vérifions les hypothéses (H,) et (H;) pour P'(A). (H,) résultera de la:

ProrosiTiON 2.2. Soit 0 €[0,1] et Q:R"XR"—>C un symbole quasi-
homogéne vérifiant Q(r'*x,r'""¢)=r'"°Q(x, ¢). On désigne par Q I’opérateur
pseudodifferentiel de ¥ (R") dans ¥ (R") défini par Q. Alors les opérateurs QP;*™"
et Py PQ se prolongent en des opérateurs linéaires continus de L*(R") dans
L*(R").

DEMONSTRATION.  Cette proposition résulte d’un calcul classique sur les
opérateurs pseudodifférentiels globaux. Nous reprendrons d’ailleurs ce calcul
plus loin.

Il nous reste a étudier (H,).

ProrosiTioN 2.3. Pour tout € >0 on a:

6~(1/m) e Cn(l+m/k)+s(L 2(Rn ))

DEMONSTRATION. Par interpolation complexe (Gohberg et 'Krein [6]), il
revient au méme de montrer P;™' € C*"* ™% Or (Py')*(P¢™") est I'inverse de
l’opérateur Py(Py*). Ce dernier est un opérateur autoadjoint globalement
quasi-elliptique de symbole *“‘quasi-principal’” (x, &)+ | Po(x, £)[°. Désignons par
(A;)j=1 1a suite croissante des valeurs propres de PiPy*, chaque valeur propre
étant répétée suivant sa multiplicité. Il résulte de [12]:

S 1~Qm)™ dxd¢, t—>+o

A=t Py(x.£)2st

d'olt VA~ yoj ™/m<+™ i 5 + 00 00l >0, et il en résulte que Z;A;72< +» &
p >n(l/k +1/m).
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Nous énon¢ons maintenant les résultats principaux de notre travail:

THEOREME 2.1.  Soit @ € [0,27][. Il existe p, positif ou nul tel que A(6, p,) soit
un rayon de croissance minimale pour P si et seulement si A(6,0) C C\S-.

THEOREME 2.2. Soient 0= 0,< 60,<2m tels que A(6,,0) U A(6,,0) CC\Sp et
0,— 0, <kmw/n(k + m). S’il existe 6 €6, 0] tel que A(8,0)C Sp, alors il existe
A EC, arg A €6, 8,] tel que P(Ao) ne soit pas injectif.

THEOREME 2.3. Soient A(6,,0), -, A(6,,0) s demi-droites du plan complexe.

On suppose :

() 0=0,<0,<---<86,=2m,

() [8..—6<kmin(m+k) pour j=1,---,s—1, 0, <kw/n(m+k) et
0:,—0,+2m <kw/n(m+k),

(iii) A(6,0)CC\Sppourj=1,---,s.
Alors I’ espace vectoriel engendré par les vecteurs propres généralisés de P est dense
dans L*(R").

Admettons pour le moment le théoreme 2.1 et nous allons en déduire les
théorémes 2.2 et 2.3.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.2.  Supposons que la conclusion ne soit pas
vérifiée. P(A) étant d’indice nul pour tout A € C, A = P(A) " est analytique dans
le secteur 9, < Arg A < 8, a valeurs dans £(L*R"), D(P,)). Or I’hypothése du
théoréme 2.2 et le théoreme 2.1 entrainent:

(%) [P oz 2wy = 0(,71‘,7) et [[P(A) " |wm.oen=O()

sous la condition: |A|— + o, A € A(8,,0) U A(8,0). Posons p =n(1+m/k). Il
résulte de la proposition 1.5 et du principe du maximum que pour tout £ >0 il
existe C. >0 telle que:

[P(A) lwwm.o@n= C.e™™  pour §,=argA = 0,.

Le théoreme de Phragmen-Lindeldf (Titchmarsh [13]) implique alors (**)
dans tout le secteur 6;=argA =6, et en particulier pour argA = 6. Or le
théoréme 2.1 dit alors que A(p,0)CC\S, ce qui est contradictoire avec
I’hypothése du théoréme 2.2.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.3.  D’apreés le théoréeme 2.1 il existe p, > 0 tel
que 'on ait:

| PA) oy = O1) pour [A|—> +®, A€ Ul A(6,, po)-
=
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On applique alors les résultats du paragraphe 1 avec p=n(1+m/k)+e.
Commencons la démonstration du théoréme 2.1 par la:

ProposiTION 2.3.  Si A(8,0)C C\S» alors il existe po = 0 tel que A(8, po) est un
rayon de croissance minimale pour P.

DEMONSTRATION. Posons A = pe”, p > 0. Pour tout entier N, on construit des
opérateurs pseudodifférentiels By(A) et Ry(A) de sorte que P(A)eBny(A)=
I + Ry (A) de la maniére habituelle By (A) = bo(A) + - -+ + by (1) ot les symboles
b;(A) sont définis par:

bo(A) = ﬁ

1 1 a a .
b.i(A) = —P(A)! f’;é’ —5 9°P(A)Dbi() pour j 20
ajtl=j+1
ol I'on a posé 4% = 3°/3¢* et D? = (i)"*'a*/ax".
11 est clair que le symbole de Ry(A) est donné par:

1 .. «
Rv(A) = O<2<N 1 9"P(\)D"b,.
N+mz|=o{]ji;N+l

Nous avons les estimations suivantes:

LemMme 1. Pour tout entier N = 0 et pour tous multiindices o et B il existe des
constantes Cy(a, B) et Ci(a, B) telles que:

() [0°D®Bn(A, x, €)= Cn(a BY(A™ + [x [ + g |71 elmcere,

(") laGDﬂRN (A’ X, g)' =< CKJ((I, B)(pm + 'x lk + lg ’m)—(N+1)(l/k+l/m)——(lal/M)-(|Bl/k)
pour tous A = pe”, p =0 et (x,&)ER™.

DiEMONSTRATION.  Découle facilement du fait que les b; satisfont a la relation
d’homogénéité:

3°D Bb,‘ ('”mA, rl/kx’ rl/mg) - r—l—j(l/k+1/m)—(!a|/m)—(][§|/k)a aDBb,' (A, X, g).

Afin de déduire des estimations précédentes des majorations de norme pour
les opérateurs By(A,x, D) et Ry(A, x, D), rappelons un résultat classique de
continuité L? des opérateurs pseudodifférentiels (par exemple H. O. Cordes [3]).
Désignons par S° I'espace des symboles s € C”(R" X R") tels que pour tous
multiindices a et B on ait: supg=|3°D*®s(x, £)| < + . S° est un espace de
Fréchet muni de la famille de semi-normes:
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P;(s)= max [supla"‘DBs(x,g)I] .
laf+8lsj L R?"

Il résulte de [3], théoréme Bj, que si s € $° alors s(x, D) est un opérateur borné

de L*(R") dans lui-méme. Nous utiliserons la précision suivante:

LEMME 2. Ilexiste une constante y, >0 et un entier j, = 0 ne dépendant que de
I’entier n tels que:

|s(x, D) w2@n. L2y = Yo max [ sup |[8°D Bs'l]

lal+Blsjo L R*"
(1]
pour tout s € §°.

DEMONSTRATION. s+ s(x, D) est une application linéaire de I'espace de
Fréchet S° dans I’espace de Banach #(L*(R"), L*(R")). On peut donc appliquer
le théoréme du graphe fermé. On vérifie en effet facilement que s » s(x, D) est
fermée.

LemMmE 3. (i) Byv(A,x,D)E L(L%R"), D(Po)) pour tout entier N et A €
A(6,0). On a de plus:

(i1) [ Bn (A, x, D)|leamnpem = O(1), A >+, A € A(,0),

(i2) |Bn (A, %, L)l ecw2@y.z@y = O(L/|A["), A = + =, A € A(6,0);

(ii) Rnv(A, x, D)E L(L*R™), L*(R")) pour tout entier N et tout A € A(6,0).

De plus:

(i) | Rn (X, x, D)[lewmyizmeny = O(1/|A [m®DUEI™) - pour - [A]|— + 00,
A € A(6,0).

DEMONSTRATION. Le lemme 1 entraine:
[8°D®Bn(A, X, €)= Cn(a, B)p™" et
|3°D*Ru (X, x, £)] = G (e, B)p ™™Dt

Le lemme 2 entraine alors (i;) et (ii).
Pour établir (i,) on calcule le symbole de P(x, D)Bx (A, x, D):
P()BN(A) = z _l_' ayPoDan_,\.
lylsm €

On en déduit alors que pour tout N, o et B, il existe C¥(a, 8)>0 telle que
|0°D*#(PoBn (1)) = Ci{a, B) pour A € A(6,0), (x,£) € R*™. Le lemme 2 impli-
que alors que Po(x, D)Bn(A, x,D)€E L(L*R"),L*R")). D’ou il résulte que
Bun (A, x, D)€ (L*R"), D(Py)) et que (i,) est vérifiée.
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FIN DE DEMONSTRATION DE LA PRroOPOSITION 2.3.  On applique ce qui précéde
avec N =0. D’aprés le lemme 3, il existe po>0 tel que p = p, entraine
| Ro(pe *, x, D)|| = 3. On obtient alors P(A)Bo(A) (I + Ro(A))™" =1 pour A = pe®,
p = po. 1l en résulte que P(A): D(Po)— L*(R") est surjectif. Or P(A) est a
indice, d’indice nul. D’ou P(A) est bijectif et P(A)™" = Bo(A)(I + Ro(A))™" pour
A =pe” p=po Il résulte alors du lemme 3 que A(6, po) est un rayon de
croissance minimale pour P.

Réciproquement, nous allons démontrer:

ProrosiTioN 2.4. Soit po=0 tel que A(6,p,) soit un rayon de croissance
minimale pour P, alors A(6,0)C C\Ss.

DEmMONSTRATION. Il résulte de ’hypothése qu’il existe C > 0 telle que I’on ait:

@) p"|lullz= C||P(pe”)u |z,

@) ID ull2= C||P(pe”)u e,

@) xfull:= C||P(oe)u s,
pour tout u € (R"), p=po, |a|=m et |B|=k.

Nous allons utiliser la méthode classique d’addition de variable. Nous
établissons des inégalités a priori pour I'opérateur P(e“D, x, D) dans R X R".
Désignons par ¥, (RXR") l'espace des fonctions v :(f,x)~ v(s, x) telles que
v € P(RxR")etsupp 6 C ]p,, + [ X R" ol § désigne la transformée de Fourier
partielle par rapport a ¢. De (1), (2), (3) il résulte que pour tout v € ¥, (RxR")
on a:

(1) |D7v[le2murey = C || P(e“D, x, D)o | Lgxr),

) ID%v | L2@wrny = C||P(e”D, x, D)0 | 2@~y pour |a|=m,

(3) 10 |lL2@xrry = C{ P(¢ “D,, %, D)0 l2mxre) pour | B| = k.

Soit (ji, - - -, j.) une permutation de {1, - -, n} et soit:

O={(x, ", x.)ER":x,>0,---,x, >0; x,

Jp+1 <0,---, x;, < 0}
On se donne alors ¢ € C3(0), ¥ € ¥(R) telle que i € C3lpo, +[ et

frlw(®)?dt =1. On pose 8§ =1+ k/m et pour tout € €]0,1]:

u.(x,t)= e“("”)’zexpi(z QJS&E+ | x ]"‘tp) @ (ex)P(et).

Or on obtient facilement les relations suivantes:

@) [IDTu.lt2= p*" [l x[*u. L2+ O(1), £ >0,

) 1Dsu [i2= | (xs7*)u i+ O(1), € >0,

(6) |P(e”Dy,x, D, )u, |[i== [ | P(|x |7 pe”, x,x ;7€) u. (1, x) [Pdtdx + O(1),
e—=>0,00 x2'=(x" o xi N et xITE=(x37EL - X2,

(4), (1) et (6) donnent alors:
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P Ln [y Pley)Pdy = Cfm [P(y " pe” y,y O l@ (y)I* dy

pour tout ¢ € Cg(0). D’ou:
@) p* x*=C|P(|x|“""pe® x,x &"¢)|> pour tout p Z po, x € O et £ ER™
Posons x = ro ot r réel >0 et o € §". Par homogénéité de (7), il résulte:
(7) p?" =C'|P(pe” 0, &) pour p=py, cES"NO et ¢ ER™
De méme a partir de (5) et (2'), pour |a|= m, on obtient:
8) [£" = C'|P(pe”, o, &) pour p = p,, cES"NO et £ ER".
Enfin a partir de (3') on obtient:

1=C'|P(pe”, 0, &) pourp=p,, 0oE€S"NO et ¢ER"

d’ou 'on tire (1+p® +|£[™ )= V3C'|P(pe®, o, £)| et par homogénéité:
@) (|x[* +p™ +]£ " #V3C'| P(pe®, x, £)] pour p = po, x € O ct £ ER".
(9) entraine clairement que A(6,0) C C\S;.

3. Applications

APPLICATION 1. P(A)= DI+ (t>~ A)% Ici Sr se calcule facilement. On a
72+ (t>~ Ay =0 si et seulement si A =t’+ir dot Sp={A €C;ReA =0}.
D’autre part on a Po=D?+1t* et P7i€ C****(L¥R)) pour tout £ >0. La
condition d’ouverture est donc ici 27 /3 — ¢ pour tout £ >0. Or les rayons de
croissance minimale se trouvent dans le demi-plan {A € C,Re A <0}. C’est
insuffisant pour pouvoir appliquer le théoréme 1.1. On pourra I'appliquer gréice
au:

LemMme 3.1. La demi-droite R. est un rayon de croissance polynomiale pour
P(A)= D7+ (>~ X)*. Plus précisément, il existe une constante C >0 telle que
[P(A) "' |ewmy = C/V A pour tout A ER,, A = 1.

DemonSTRATION. Tel qu'il est énoncé, le lemme résulte du travail de
Helffer-Nourrigat [8]. Ici nous allons démontrer directement un résultat plus
faible mais suffisant pour pouvoir appliquer le théoréme 3.1. Nous allons établir
qu’il existe C >0 telle que:

*) [P(A) " ewzmy = CA.

Posons A = ¢. Il est clair que P(t3)"" existe pour tout £, > 0. Soit u € ¥(R). On a:

(P(tD)u, u) = f | de + f (t = 1)t + 10| u [P,
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On fait le changement de variables ¢ = t,s et de fonction v(s)= teu(st,). On
obtient:

(P(tDu,u)= tng [v'(s)fds + tﬁf (s = (s + 1’| o(s)ds

d’ou (P(t3)u, u) = t5*(P(1)v, u) si t,> 1.
Or
,’f%l‘yi’}_}" (P(l)v,v)=v >0.
D’ou [|P(t3)u 2= yt5*lu iz si t,= 1 et u € P(R) ce qui entraine (*).
Il résulte alors de ce qui précede:

ProrosiTiON 3.1. Le systéme des vecteurs propres généralisés de P(A)=
D?+ (£ — L) est total dans L*(R). En particulier il existe A\, € C, 0 <arg A, < 7 /2
tel que P(Ao) n’est pas injectif dans & (R).

On a ensuite le:

CoroLLAIRE (B. Helffer [7}). L’opérateur A = D7+ (t*D, — D, ) est hypo-
elliptique non hypo-analytique au voisinage de I’origine dans R’.

APPLICATION 2. P(A)= Di+t*+2aAt +2bAD, + A?, a et b étant réels. On
suppose que le polyndme en A : 7>+ t*+2akt +2bAT + A? n’a pas de racines
réelles pour tout (f, 7)€ R’ Ce qui revient 2 imposer a®+ b><1. Il résulte
alors du paragraphe 2 que ’on a deux rayons de croissance minimale {po, + o[,
}— =, po] avec po > p. Des considérations de trigonométrie élémentaire permet-
tent de calculer Sp. On trouve Sp = {A € C,cos*(arg A )= a’+ b?}. D’autre part,
ici on a Po=D?+1¢* et P;t€ C***(L*R)) pour tout £ >0. On peut alors
appliquer le théoréme 2.3 sous la condition a’+ b*<3.

Sur cet exemple, un calcul direct donne un résultat meilleur. Dans [7] B.
Helffer montre que I'on obtient un systéme complet de vecteurs propres
généralisés constitués d’exponentielles polyndmes sous la condition a®+ b> < 1.
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